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En este art´ ıculo proponemos una f´ ormula alternativa para estimar el precio de una opci´ on
americana basada en la metodolog´ ıa o f´ ormula de Samuelson. La idea principal radica en
valuar una opci´ on europea en cada paso del tiempo multiplicada por un ponderador muy
especial, que representa la probabilidad de que el activo subyacente tome el valor de S al
tiempo t. Dicho ponderador est´ a dado por la soluci´ on a la ecuaci´ on de Fokker-Planck (funci´ on
de densidad). La principal utilidad de usar esta ecuaci´ on es que se puede introducir el efecto
de n factores macroecon´ omicos de forma sistem´ atica, dados por alg´ un sistema din´ amico de
ecuaciones, y solo se tiene que resolver una sola ecuaci´ on diferencial parcial que dependera
directamente de dicho sistema. En este contexto veriﬁcamos, s´ olo por consistencia, que dicha
f´ ormula es v´ alida en el marco log-normal.
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Abstract
We give a new way to price American options using Samuelson’s formula. We ﬁrst obtain the
option price corresponding to a European option at time t, weighing it by the probability
that the underlying asset takes the value S at time t. This factor is given by the solution of
the Fokker-Planck (Kolmogorov) equation for the transition probability density. The main
advantage of this approach is that we can systematically introduce the eﬀect of macroeco-
nomic factors. If a macroeconomic framework is given by a dynamical system in the form of
a set of ordinary diﬀerential equations we only have to solve a partial diﬀerential equation,
for the transition probability density. In this context, we verify, for the sake of completeness,
that this formula is consistent with the Black-Scholes model.
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En la literatura existen diversos m´ etodos para valuar opciones europeas y ameri-
canas. Nosotros estamos interesados en diferentes formas de estimar opciones ameri-
canas y nos enfocaremos en los m´ etodos que son lo suﬁcientemente ﬂexibles, as´ ı como
en aqu´ ellos que pueden ser ´ utiles en situaciones no est´ andares u ofrecer alternativas
en ambientes est´ andares.
Nuestro principal objetivo es presentar una f´ ormula alternativa de valuar opciones
americanas, la cual ser´ a f´ acil de calcular e implementar num´ ericamente. La ventaja
de esta f´ ormula es que se puede introducir el efecto de los factores macroecon´ omicos
que afectan los mercados ﬁnancieros, tambi´ en se pueden mostrar diferentes din´ amicas
para el activo subyacente, as´ ı como generalizar esta f´ ormula a procesos m´ as complejos
como son los procesos de Levy.
La nueva forma de valuar opciones americanas, no pretende ser mejor que los
m´ etodos ya existentes, en el contexto del modelo de Black-Scholes. Simplemente se
desea mostrar que es consistente con ´ estos. Lo m´ as interesante de este nuevo m´ etodo
es la t´ ecnica empleada (introducir la ecuaci´ on de Fokker-Planck), ya que por medio
de ´ esta se pueden resolver problemas m´ as complejos, en donde el activo subyacente
no necesariamente sigue un proceso log-normal o no se conozca apriori la distribuci´ on
de la densidad generada por la ecuaci´ on de Fokker-Planck, permitiendo incorporar
modelos macroecon´ omicos m´ as generales.
Nosotros proponemos una extensi´ on de la f´ ormula de Samuelson para una recla-
maci´ on contingente de tipo americano, porque uno de los aspectos m´ as interesante
de esta f´ ormula es que no hace referencia a la distribuci´ on neutral al riesgo, es decir
trabajamos con la distribuci´ on f´ ısica. (Ver 2 m´ as adelante).
En este art´ ıculo nosotros presentamos una nueva forma de valuar opciones ameri-
canas aplicando la f´ ormula de Samuelson, generando la correspondiente densidad con
la ecuaci´ on de Fokker-Planck. En este sentido, para un valor ﬁjo del activo subyacente
S deﬁnimos el precio de una opci´ on americana como:
VA(S;t) = E½n[VEu(S;t)] =
Z TS
t
½n(S;¿)VEu(S;¿)d¿; S ¸ Sf
1donde para cada tiempo ¿, ½n es la soluci´ on a la ecuaci´ on de Fokker-Planck (funci´ on
de densidad), Sf es la funci´ on que representa la frontera libre, VEu(S;¿) es la solu-
ci´ on de la ecuaci´ on de Black-Scholes para una opci´ on europea, TS es el tiempo de
expiraci´ on que depende de la ubicaci´ on de la frontera libre. Los detalles de la f´ ormula
se proporcionan en la secci´ on 3.
Para ﬁnes pr´ acticos de este art´ ıculo, presentamos mediante un ejemplo te´ orico
una forma muy general de introducir el efecto de los factores macroecon´ omicos a
un modelo de derivados. Aqu´ ı nos concentraremos en veriﬁcar que al introducir la
ecuaci´ on de Fokker-Planck en el marco m´ as sencillo en donde se tiene un s´ olo activo
y los par´ ametros son constantes, dicha ecuaci´ on funciona adecuadamente.
Por consistencia, nosotros probamos que esta f´ ormula satisface la desigualdad de
Black-Scholes para el caso log-normal.
En lo que sigue, nosotros recordaremos algunos aspectos bien conocidos de las
metodolog´ ıas de estimaci´ on. Para ello deﬁnimos:
S: precio del activo subyacente, el cual sigue un proceso log-normal. Tambi´ en puede
ser representado por St, cuando estamos hablando del proceso. En general
nosotros lo representamos como S, pero impl´ ıcitamente sabemos que depende
de t.
E: precio de ejercicio.
T: tiempo de ejercicio o maduraci´ on de la opci´ on.
t: tiempo antes de expirar.
r: tasa de inter´ es libre de riesgo.
¾: volatilidad del activo subyacente.
VA(S;t): precio de una opci´ on americana.
CA(S;t): precio de una opci´ on de compra americana.
PA(S;t): precio de una opci´ on de venta americana.
VEu(S;t): precio de una opci´ on europea.
2CEu(S;t): precio de una opci´ on de compra europea.
PEu(S;t): precio de una opci´ on de venta europea.
A continuaci´ on se describen brevemente los modelos m´ as com´ unes o cl´ asicos:
1) F´ ormula de Black-Scholes [38] y F´ ormula de Samuelson [2]
La metodolog´ ıa de Black-Scholes puede ser aplicada tanto para opciones euro-
peas como americanas. En este caso, s´ olo describiremos las opciones americanas.
Para analizar una opci´ on americana hay que tener en mente que ´ esta puede
ser ejercida antes de expirar, lo que lleva a resolver problemas de frontera li-
bre. Al evaluar opciones americanas no se conoce a priori d´ onde se aplican las
condiciones de frontera, es decir, el tiempo ´ optimo al que se ejerce la opci´ on.
Esta situaci´ on es com´ un en muchos problemas f´ ısicos y como ejemplos can´ onicos
mencionamos el problema del obst´ aculo y el problema de Stefan [38].
El problema de encontrar el precio de una opci´ on americana es especiﬁcado por
un conjunto de restricciones similares al problema del obst´ aculo [38], las cuales
son:
i) El valor de la opci´ on debe ser mayor o igual que su funci´ on de pago (payoﬀ).
Sea VA(S;t) el valor de una opci´ on americana de compra o venta y max(E¡
S;0) su funci´ on de pago, entonces se debe cumplir que:
VA(S;t) ¸ max(E ¡ S;0);
para toda t.
Si no se cumpliera esta restricci´ on, se podr´ ıan dar oportunidades de arbi-
traje.




@S2 + rS @
@S ¡ r · 0.
iii) El valor de la opci´ on debe ser una funci´ on continua de S.
En caso contrario, si VA es discontinua, siempre existe la posibilidad de
construir un portafolio en donde exista arbitraje.
3iv) La raz´ on de cobertura delta debe ser continua.
Para m´ as detalle ver [38] y [8].
La f´ ormula de Samuelson est´ a dada por el siguiente resultado.
Considere un proceso estoc´ astico St con valor inicial S0 deﬁnido en un espacio
de probabilidad (Ω;P), donde P es la medida f´ ısica bajo la cual la distribuci´ on
de las variables St son consideradas. Dicho proceso describe el desarrollo del
precio del activo en un mercado ﬁnanciero. Suponga que la tasa libre de riesgo
es r.
El rendimiento esperado del activo en el intervalo de tiempo [0;T] es EP(ST)=S0,
donde E denota la esperanza bajo la medida f´ ısica P. Entonces el valor presente
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donde EP representa la esperanza con respecto a la medida f´ ısica, r es la tasa de
inter´ es libre de riesgo y EP(ST) = e¹TS0 con S0 y ST el valor inicial y ﬁnal del
activo subyacente y ¹ no es necesariamente la tasa instant´ anea del rendimien-
to. El super´ ındice S se reﬁere el precio de la opci´ on europea con respecto a
Samuelson.
El hecho importante de la f´ ormula de Samuelson es que no hace referencia a
ninguna distribuci´ on espec´ ıﬁca.
4En el caso particular donde St sigue un proceso log-normal (modelo de Black-
Scholes), es decir,
dSt = ¹Stdt + ¾
2StdWt;
con valor inicial S0, ¹ corresponde a la tasa media en el crecimiento del activo,
¾ es la volatilidad del activo y Wt es el movimiento browniano.




entonces el precio del derivado considerando que hay un ajuste de aversi´ on al
riesgo, es decir, el precio bajo una medida neutral al riesgo est´ a dado por:
V
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Eu el precio de opci´ on europea con respecto a Black-Scholes.
En este caso, transformamos el problema de calcular una esperanza con una
medida f´ ısica, P, en una esperanza con una medida neutral al riesgo, Q, con-
siderando el descuento apropiado1. Lo que quiere decir es que de acuerdo a la
medida neutral al riesgo, se obtiene el precio de la opci´ on como el valor esperado
de la funci´ on de pago descontada a una tasa r libre de riesgo.
3) La f´ ormula de Feynman-Kac [33]
La representaci´ on b´ asica del teorema de Feynman-Kac establece a grandes ras-
gos, que para un par de funciones acotadas q;f : R ¡! R y para alguna soluci´ on
acotada u(x;t) del problema con valores iniciales
1Para m´ as detalles de la f´ ormula de Samuelson se puede ver [2]. La transformaci´ on formal de la







@x2 + q(x)u(x;t) u(x;0) = f(x); (4)









donde Wt representa el movimiento browniano.
La importancia de este resultado (as´ ı como sus generalizaciones) relaciona al
problema anal´ ıtico, de la soluci´ on de la ecuaci´ on diferencial parcial (6) y el pro-
blema probabil´ ıstico, de calcular la esperanza (5). El beneﬁcio m´ as importante
de esta f´ ormula es que nos da una forma de obtener informaci´ on del compor-
tamiento global de la trayectoria del movimiento browniano.
Naturalmente, existen relaciones entre las ecuaciones (6) y (5) para procesos
que son generalizaciones de movimientos brownianos y ´ estas pueden ser usadas
para representar las soluciones de inter´ es de las EDP. En particular, existe la
versi´ on de la f´ ormula de Feynman-Kac que da una nueva representaci´ on para
la soluci´ on de la EDP de Black-Scholes y sus diversas extensiones, ver [33].
Para el caso de Black-Scholes: u = VEu, la condici´ on incial u(x;0) se transforma
en condici´ on ﬁnal u(x;T) = VEu(S;T) = f(S) con x = S y f(S) como funci´ on

























6donde dS = r(S;¿)Sdt + ¾(S;¿)dWs y V FK
Eu es el precio de la opci´ on europea
con respecto a Fokker-Planck.
4) Tiempos de Paro ([25], [26] y [35])
Consideramos el precio y ejercicio ´ optimo de opciones americanas en el conjunto
m´ as simple no trivial, el modelo de Black-Scholes, donde el activo subyacente
no paga dividendos y el precio sigue un proceso St bien comportado, bajo la












Aqu´ ı r > 0, es la tasa de rendimiento libre de riesgo, la cual es constante y Wt
es el proceso est´ andar de Wiener bajo Q. Para alguna opci´ on americana sobre
el activo subyacente, las estrategias de ejercicio admisibles deben ser tiempos
de paro, ¿, con respecto a la ﬁltraci´ on (Ft)0·t·T del proceso de Wiener Wt
2. Si
g(S) es la funci´ on de pago de una opci´ on americana ejercida cuando el precio
del activo es S y si T es la fecha de expiraci´ on de la opci´ on, entonces su valor









At es el precio de la opci´ on americana con respecto a al tiempo de paro.
5) Aproximaci´ on actuarial [2]
Esta es otra forma de estimar el precio de las opciones europeas y americanas.
En este art´ ıculo, los autores usan consideraciones probabil´ ısticas y actuariales
para estimar dichos precios. Ellos suponen que:
a) Hay dos activos en el mercado: un bono con tasa de inter´ es (instant´ anea) r,
2Una variable aleatoria ¿ que toma valores en [0;1) es llamado tiempo de paro para la sucesi´ on
fFng si
f¿ · ng 2 Fn 8 0 · n < 1:
donde Fn es una ﬁltraci´ on.
7la cual es tambi´ en interpretada como la tasa libre de riesgo y un activo el
cual es descrito por el proceso estoc´ astico St al tiempo t.
b) Se tiene un intervalo de tiempo [0;T], donde el cero representa el tiempo
inicial y T el tiempo ﬁnal.
c) El precio del segundo activo al tiempo cero es denotado por S0.
Ellos estiman el precio de una opci´ on de compra europea o americana, C(a;T),
escrita sobre el segundo activo con precio de ejercicio a y tiempo de maduraci´ on
T.

































con P la medida f´ ısica e I la funci´ on indicadora3
Este resultado es equivalente a la f´ ormula de Black-Scholes cuando ST sigue un
proceso log-normal.
6) Teor´ ıa racional de opciones de Merton [24]
La teor´ ıa racional de opciones de Merton se basa en fundamentos que permiten
establecer algunas propiedades de monoton´ ıa en los precios de las opciones,
a partir de supuestos d´ ebiles que proporcionan validez universal, es decir, sus
supuestos son de tipo econ´ omico y ﬁnanciero de dominaci´ on de portafolios.
3Esta funci´ on es representada por
I =
½
1; e¡¹TST > e¡rTa
0; e¡¹TST · e¡rTa
8Para establecer las restricciones en los precios, se necesita la noci´ on de domi-
nancia: el activo (o portafolio) A domina al activo (o portafolio) B si, en alguna
fecha conocida en el futuro, el pago en A es mayor que el pago en B para al-
gunos posibles estados de la naturaleza, entendiendo por ´ estos las condiciones
que pueden darse en el mercado y es al menos igual al pago de B en todos los
posibles estados de la naturaleza.
La teor´ ıa de Merton se basa en los siguientes supuestos:
a) Un inversionista preﬁere ganar m´ as que menos, esto es para obtener una
f´ ormula consistente.
b) No hay costos de transacci´ on, todas las ganancias est´ an sujetas al mismo
impuesto y es posible obtener y conceder pr´ estamos con una tasa libre de
riesgo.
c) La tasa de inter´ es a la que se obtiene un pr´ estamo se llama tasa pasiva y la
tasa a la que se concede ´ este es la tasa activa.
El supuesto m´ as importante para Merton es que las opciones deben ser esti-
madas de tal forma que sus activos no son valores ni dominados ni dominantes.
En el art´ ıculo [9] se da una aproximaci´ on anal´ ıtica a la teor´ ıa racional de op-
ciones de Merton usando t´ ecnicas de ecuaciones diferenciales parciales.
Para valuar opciones de tipo europeo, existen f´ ormulas expl´ ıcitas, tal como se
mostr´ o anteriormente. En general, para las opciones americanas hay muchas formas de
representarlas o estimarlas, pero no se conocen f´ ormulas cerradas sencillas. En el caso
de que la f´ ormula exista puede ser muy complicada. La mejor manera de aproximar
el valor de las opciones americanas es mediante el uso de m´ etodos num´ ericos. En
algunas ocasiones ellos resultan ser complicados tambi´ en.
Las opciones en general son usadas para el desarrollo de productos estructurales,
estrategias de especulaci´ on y para la cobertura de riesgos. La mayor´ ıa de las opciones
negociadas en los mercados internacionales son de tipo americano, ya que ´ estas deter-
minan el mejor tiempo para ejercer la opci´ on de tal forma que se obtenga un mayor
beneﬁcio. Aunque las opciones americanas son m´ as caras, por ejercerse en cualquier
momento del tiempo antes de vencerse, dado que otorgan m´ as derechos.
9En todas las f´ ormulas mostradas aqu´ ı, los investigadores han demostrado que ellas
satisfacen el caso log-normal, es decir, las f´ ormulas pueden ser reducidas a la f´ ormula
de Black-Scholes cuando el activo subyacente sigue un proceso log-normal. Y este
hecho ha dado consistencia a dichas f´ ormulas.
De la misma forma, nuestro objetivo es demostrar anal´ ıticamente que nuestra
f´ ormula satisface la desigualdad de Black-Scholes para opciones americanas en el caso
log-normal. Tambi´ en se compara num´ ericamente que esta propuesta da aproxima-
ciones razonables respecto con algunos m´ etodos num´ ericos ya existentes, tales como:
el m´ etodo de ´ arboles binomiales y los m´ etodos impl´ ıcito y expl´ ıcito.
El modelo binomial es un m´ etodo en tiempo discreto, bajo los supuestos m´ as
simples este modelo es muy ´ util, f´ acil de aplicar e implementar. Debido a su sim-
plicidad y convergencia, ha sido modiﬁcado dentro de un n´ umero de variantes, las
cuales resultan buenas aproximaciones, pero en otras ocasiones se pierde velocidad
en la convergencia y hay un gasto computacional excesivo. Su desventaja es que son
poco eﬁcientes cuando se eval´ uan opciones m´ as complicadas.
Los m´ etodos de Monte Carlo involucran la generaci´ on de un gran n´ umero de reali-
zaciones, simulaciones num´ ericas de la caminata aleatoria seguida por el subyacente.
Ellos tienen la desventaja de que las caracter´ ısticas del ejercicio temprano son dif´ ıciles
o imposibles de implementar.
Los m´ etodos de diferencias ﬁnitas son m´ etodos num´ ericos en tiempo continuo,
que sirven para aproximar la soluci´ on de ecuaciones diferenciales usando ecuaciones
de diferencias ﬁnitas para aproximar sus derivadas. Estos m´ etodos son capaces de
evaluar ecuaciones diferenciales parciales lineales y no lineales, as´ ı como ecuaciones
diferenciales ordinarias. Dentro de estos m´ etodos el impl´ ıcito es muy estable.
Cualquiera de estos m´ etodos tambi´ en pueden ser usados para resolver opciones
americanas desde el punto de vista de tiempos de paro, transformando la integral en
ecuaciones diferenciales. Pero el m´ etodo m´ as com´ un es el m´ etodo de Montecarlo.
En la f´ ormula propuesta por nosotros, cuando apriori ya se conoce la frontera
libre, es muy f´ acil de calcular, ya que nuestra f´ ormula depende del valor de una opci´ on
europea, de la cual ya existe una f´ ormula ana´ ıtica y de la probabilidad de estancia,
que tambi´ en existe una f´ ormula cerrada en el caso lognormal. As´ ı que la diﬁcultad
radica en encontrar la frontera libre, como en todos los m´ etodos mencionados con
anterioridad, para lo cual ya existen metodolog´ ıas que pueden aproximar bien el
10problema de la frontera y que se pueden utilizar eﬁcientemente.
Finalmente, este art´ ıculo es dividido de la siguiente forma. En la secci´ on dos
se describen las ecuaciones de Kolmogorov hacia atr´ as y hacia adelante (ecuaci´ on
de Fokker-Planck), esta ´ ultima representa la probabilidad de transici´ on ½(S;t) en
nuestra f´ ormula. En la tecera secci´ on se describe detalladamente la nueva forma de
valuar opciones americanas, as´ ı como la comparaci´ on num´ erica. En la ´ ultima secci´ on
conclu´ ımos.
2. Preliminares
2.1. La funci´ on de densidad de transici´ on
Derivaremos una ecuaci´ on para la funci´ on de densidad de una variable aleatoria
deﬁnida por una ecuaci´ on diferencial estoc´ astica (EDE). Dicha densidad describe la
evoluci´ on temporal de la posici´ on (x) y el tiempo (t) del fen´ omeno en estudio.
Introducimos una variable aleatoria x, la cual satisface la EDE
dx = f(x;t)dt + g(x;t)dW; (8)
donde f y g son funciones que dependen de x y t, y W es un proceso de Wiener o
movimiento browniano.
f(x;t)dt corresponde a la parte determin´ ıstica del proceso y
g(x;t)dW es la parte aleatoria del mismo proceso.
Entonces, la funci´ on de densidad de transici´ on p(x¤;t¤jx;t) con x¤ y t¤ los valo-
res futuros de x y t respectivamente, con t · t¤, para alg´ un conjunto X, tiene las
siguientes propiedades:













Para entender mejor las dos propiedades anteriores (i-ii) v´ ease el siguiente ejemplo:
supongamos que conocemos el valor de x en alg´ un tiempo t, entonces a menos de que
g = 0 en la EDE (8), existe incertidumbre en el valor futuro de x. El tiempo y valor
futuro de la variable aleatoria se denota por t¤ y x¤ respectivamente. En el inciso
ii), no se conoce el valor x con certeza, por lo cual se podr´ ıa encontrar su funci´ on de
densidad si despu´ es de todo (8) tiene toda la informaci´ on del movimiento de x¤. A esta
funci´ on de densidad se le llamar´ a problema hacia atr´ as (backwards). Inversamente,
si conocemos el valor de x y t, entonces podemos determinar la funci´ on de densidad
para x¤ en el tiempo futuro t¤. Este ´ ultimo ser´ a llamado el problema hacia adelante
(forward). Las dos densidades anterirores est´ an contenidas en la funci´ on de densidad
de transici´ on p(x¤;t¤jx;t). Esta funci´ on p puede ser derivada como la soluci´ on de la
ecuaci´ on diferencial parcial (EDP), que resultar´ a de la deducci´ on de las ecuaciones
de Kolmogorov.
Determinamos la EDP para cada uno de dichos problemas. La deducci´ on no es
rigurosa pero est´ a basada en una simple representaci´ on trinomial de una caminata
aleatoria. Esta es una versi´ on discreta de una caminata aleatoria para x, dado el
proceso descrito en (8).
2.2. El problema hacia atr´ as (retr´ ogrado o backwards)
En la ﬁgura 1 mostramos el diagrama de una caminata aleatoria trinomial en x.
Al tiempo futuro t¤ la variable aleatoria toma el valor de x¤. Al tiempo anterior
t, la variable tiene el valor de x. Si consideramos un lapso de tiempo ±t, la variable
tiene tres posibilidades de desplazarse una distancia ±x: hacia arriba, hacia abajo o
quedarse sobre la misma recta; con probabilidades ®(x;t), ¯(x;t) y 1¡®(x;t)¡¯(x;t)
respectivamente. Si la variable puede tomar s´ olo uno de las tres nuevos valores al
tiempo t + ±t, es muy simple relacionar la probabilidad inicial de x al tiempo t a la
probabilidad inicial con las otras x, x+±x o x¡±x en un tiempo ±t despu´ es. En otras
palabras, se tiene el siguiente an´ alisis.
12d d d dx
d d d dx
x
t
t t+d d d dt
Figura 1: Caminata Aleatoria para el Problema hacia Atr´ as
La probabilidad de que la variable aleatoria est´ e en (x;t) es igual a la probabilidad
de ir a (x+±x;t+±t) multiplicada por la probabilidad de moverse hacia arriba, m´ as la
probabilidad de seguir en x multiplicada por la probabilidad de no movimiento, m´ as
la probabilidad de ir a (x ¡ ±x;t + ±t) multiplicada por la probabilidad de moverse
hacia abajo.
Por simplicidad, no consideramos la dependencia de p en x¤ y t¤, entonces la
probabilidad de estar en x al tiempo t es:
p(x;t) = p(x + ±x;t + ±t)®(x;t) + p(x;t + ±t)(1 ¡ ®(x;t) ¡ ¯(x;t))
+ p(x ¡ ±x;t + ±t)¯(x;t);
para ±t y ±x peque˜ nos, podemos expandir todos los t´ erminos de la ecuaci´ on anterior













±t = 0: (9)
13Para encontrar los valores de las funciones ® y ¯ , consideramos las propiedades
de la ecuaci´ on (8).
As´ ı la media del salto en x debe ser f(x;t)±t y la varianza del salto estar´ a dada
por g2(x;t)±t. El proceso trinomial, sin embargo, tiene media de salto (® ¡ ¯)±x y
varianza (® + ¯ ¡ (® ¡ ¯)2)±x2. Para encontrar ® y ¯ es importante considerar que






















Esta ecuaci´ on es conocida como la ecuaci´ on de Kolmogorov hacia atr´ as, o como
la ecuaci´ on diferencial parcial hacia atr´ as o retr´ ograda. Se le da este ´ ultimo nombre
porque es un problema bien planteado4 con condiciones ﬁnales.
Las condiciones de frontera son determinadas mediante consideraciones espec´ ıﬁcas
sobre la variable aleatoria, mientras que la condici´ on ﬁnal es m´ as directa.




¤jx;t) = ±(x ¡ x
¤); para t = t
¤:
donde ±(¢) es la funci´ on delta de Dirac5. Esta condici´ on simplemente dice que al
4Es importante observar que la EDP retr´ ograda es un problema bien planteado, porque tiene
una soluci´ on y es ´ unica [10], adem´ as de que la soluci´ on depende continuamente de los datos en el
problema. Tambi´ en se deben de imponer condiciones de frontera y una condici´ on ﬁnal.
5La delta de Dirac puede representar la distribuci´ on de densidad de una masa unidad concentrada
en un punto x0. En ocasiones se denomina tambi´ en funci´ on de impulso.
Se escribe como
±xD(x) = ±(x ¡ x0);
siendo ±(x) para el caso x0 = 0.
14tiempo t¤, la variable x puede tomar s´ olo el valor x¤.
Es importante mencionar que si la ecuaci´ on (10) es multiplicada por una funci´ on
q(x;t) y se integra por partes, se puede obtener directamente la ecuaci´ on de Kol-
mogorov hacia adelante (Fokker-Planck) y se hace el cambio de variable t = t¤ ¡ ¿
para transformar el problema de condiciones ﬁnales a un problema con condiciones
iniciales.
2.3. El problema hacia adelante (forwards)
An´ alogamente al problema retr´ ogrado, consideramos la caminata trinomial, con
la misma elecci´ on para las probabilidades de cada rama de la caminata, ® y ¯.











¤ ¡ ±t)(1 ¡ ®(x
¤;t







¤ ¡ ±t): (11)
Esto es similar a la ecuaci´ on hacia atr´ as. La diferencia principal radica en que las
probabilidades ® y ¯ son ahora evaluadas en x¤ ¡±x , x¤ +±x y x¤. Expandiendo en








@t¤ = 0; (12)
Tambi´ en puede deﬁnirse por la integral
Z b
a
±(x ¡ x0)f(x)dx =
½
f(x0) si a < x0 < b,
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Figura 2: Caminata Aleatoria para el Problema hacia Adelante
la cual es conocida como la ecuaci´ on de Kolmogorov hacia adelante o bien como la
ecuaci´ on de Fokker-Planck o como la ecuaci´ on parab´ olica hacia adelante. Se le da este
nombre porque es un problema bien planteado con condiciones iniciales.




¤ ¡ x) para t = t
¤:
De aqu´ ı en adelante, nos enfocaremos en la nueva forma de valuar opciones ame-
ricanas.
3. Una nueva forma de valuar opciones americanas
Deseamos valuar opciones americanas mediante la f´ ormula de Samuelson (1), usan-
do un enfoque probabil´ ıstico generando la densidad correspondiente con la ecuaci´ on
de Fokker-Planck ([37], [21], [29], [32] y [36]), de manera anal´ ıtica y num´ erica. Por
consistencia, haremos una comparaci´ on de esta nueva forma de obtener el precio de
una opci´ on de venta americana con las tradicionales en el marco de la teor´ ıa de Black-
16Scholes, caso log-normal ([18], [21], [25], [26], [33], [34] y [38]). Tambi´ en comparamos
esta propuesta con ejemplos espec´ ıﬁcos estimados con los m´ etodos de ´ arboles (bino-
mial y Cox, Ingresoll y Rubinstein) y los m´ etodo de diferencias ﬁnitas, m´ as adelante
se explica brevemente cada uno de ellos.
Es importante mencionar que el planteamiento del problema usando la f´ ormula
de Samuelson y la ecuaci´ on de Fokker-Planck es probar que la ´ ultima funciona eﬁ-
cientemente para resolver problemas de derivados ﬁnancieros, en este caso se enfoca
el estudio en las opciones americanas donde el activo subyacente sigue un proceso
log-normal. Pero la idea principal detr´ as de esta formulaci´ on radica en poder utilizar
la ecuaci´ on de Fokker-Planck en problemas m´ as generales o complejos, como es el
caso de poder introducir el efecto de factores macroecon´ omicos a diversos modelos
de derivados ﬁnancieros y de riesgo de cr´ edito, en donde no se conozca a priori la
distribuci´ on exacta de la densidad y en donde el activo subyacente no necesariamente
tenga una distribuci´ on log-normal.
Para entender mejor el comportamiento de las opciones, en las Figuras (3) y (4)






Opción de venta europea
Función de pago









Opción de venta americana
Función de pago




Punto de ejercicio óptimo
Región  de no ejercicio
Región de ejercicio
Región  de no ejercicio
Punto de ejercicio óptimo
E
Figura 4: Comparaci´ on de las opciones americanas con respecto a su funci´ on de pago.
3.1. La nueva f´ ormula general: modelos con variables macroe-
con´ omicas
La importancia de considerar las variables o factores macroecon´ omicos que afectan
los modelos tanto de productos derivados como de riesgo de cr´ edito, radica en que si
dichos factores no son considerados, los precios pueden variar signiﬁcativamente (ver
[28]).
Por ejemplo en el caso del modelo de Black-Scholes, para encontrar el precio de
una opci´ on, se considera que la tasa de rendimiento ¹ y la volatilidad ¾ del activo
subyacente son constantes, lo cual no sucede en la realidad, ya que los movimientos en
los precios del activo subyacente dependen de factores macroecon´ omicos que afectan
el mercado ﬁnanciero, lo cual hace al modelo poco realista.
La idea es extender este modelo, para el caso en que los par´ ametros puedan depen-
der directamente de diferentes factores macroecon´ omicos o ´ ındices. Para ello usamos
la t´ ecnica de generar la funci´ on de densidad de probabilidad por medio de la ecuaci´ on
de Fokker-Planck, la cual nos permitir´ a introducir de manera sistem´ atica el efecto
de los factores macroecon´ omicos al modelo de valuaci´ on de opciones. Consideramos
18un modelo ﬁnanciero que toma en cuenta el efecto de los factores macroecon´ omicos
y se mostrar´ a la forma en que dicho modelo puede ser extendido o aplicado al caso
espec´ ıﬁco del modelo del valor presente neto.
Supongamos que se desea calcular el valor de un derivado ﬁnanciero con activo
subyacente S, pero los par´ ametros ¹ y ¾ depende de n factores macroecon´ omicos.
Consideremos que el ambiente macroecon´ omico est´ a formado por n variables
macroecon´ omicas, X = (X1;X2;:::;Xn), las cuales est´ an representadas por la si-
guiente din´ amica:
dX = G(X;t)dt + ®F(X)d ˜ W; (13)
donde G(¢) es una funci´ on que depende de los n factores macroecon´ omicos, X, y del
tiempo, t, ® es una constante y d ˜ W representa al movimiento browniano, el cual
corresponde a la parte estoc´ astica del proceso.6.
Ahora supongamos que el activo subyacente, S, el cual puede ser representado por
un proceso log-normal, en general sigue el proceso o la ecuaci´ on diferencial estoc´ astica:
dS = ¹(X1;:::;Xn;t)Sdt + ¾(X1;:::;Xn;t)SdW: (14)
En este caso, la forma de introducir los factores macroecon´ omicos, as´ ı como la
dependencia en el tiempo, es por medio de la tasa de rendimiento, ¹, la volatilidad,
¾, y la tasa de inter´ es libre de riesgo, r. En este paso hay que calibrar el modelo (13)
de tal forma que se determine el efecto que tienen dichos factores macroecon´ omicos
en los par´ ametros ¹ y ¾.
Por otro lado se calcula la probabilidad de transici´ on v´ ıa la ecuaci´ on de Fokker-
Planck, pero generalizada a n variables7. En este caso, ½(X;t) es la probabilidad de
6Por ejemplo se considera que el sistema depende de un solo factor macroecon´ omico tal que
X = r, la tasa de inter´ es libre de riesgo, entoces se puede considerar la din´ amica de r dada por el
modelo CIR o Vasicek, es decir, dr = a(b ¡ r)dt + ®r¯df W.







19encontrar al sistema en el estado X al tiempo t.
La ventaja de usar esta ecuaci´ on radica en poder representar de forma concisa la
din´ amica del sistema de ecuaciones, que provienen de los factores macroecon´ omicos,
por una sola ecuaci´ on diferencial parcial.
Posteriormente se puede aplicar la f´ ormula de Samuelson descrita en la ecuaci´ on























Tanto la variable St, como la funci´ on de densidad ½ incorporan el efecto de los
factores macroecon´ omicos por medio de su din´ amica.
El modelo del valor presente neto generalizado
Supongamos ahora que la tasa de inter´ es r es aleatoria, entonces el valor presente
neto es:







En los casos en que la tasa de inter´ es es aleatoria, com´ unmente se utilizan modelos
macroecon´ omicos de la tasa de inter´ es de Vasicek o Cox, Ingersoll y Ross (CIR), en
este caso aplicaremos el segundo por ser una generalizaci´ on del modelo de Vasicek
[32].
Supongamos que r(t) = rt es una funci´ on aleatoria del tiempo t, la cual corre-
sponde al factor macroecon´ omico. Si r puede cambiar en todo instante del tiempo, rt
es tambi´ en llamada la tasa instant´ anea de inter´ es. El modelo CIR est´ a dado por la
ecuaci´ on diferencial estoc´ astica:
con div(G½) =
P @(G½)






20rt = r0 + c
Z t
0





sdWs; t 2 [0;T]; (17)
o en su representaci´ on diferencial:
drt = c(¹ ¡ rt)dt + r
¯
t ¾dWt; t 2 [0;T]; (18)
donde c, ¹ y ¾ son constantes positivas, el exponente ¯ contribuye a la determinaci´ on
de las propiedades distribucionales de la tasa de corto plazo. En particular, ¯ = 0
implica tasas “normales”(Vasicek), ¯ = 1=2 da el modelo CIR y ¯ = 1 implica tasas
“log-normales”[31].
Entonces el modelo del valor presente neto generalizado (VPNG) est´ a dado por:













donde Q(rt) corresponde a la funci´ on de densidad obtenida a partir de la ecuaci´ on
diferencial estoc´ astica (18).
La correspondiente ecuaci´ on de Kolmogorov hacia atr´ as para Q(rt) es:
@Q(rt)
@t
































Haciendo los c´ alculos correspondientes
21@ [c(¹ ¡ rt)Q(rt)]
@r

























= ¾¯(¯ ¡ 1)r
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Por lo tanto, podemos concluir que se obtiene un modelo m´ as general para calcular
el valor presente neto. Tal vez resulte un poco m´ as complicado resolver las ecuaciones
de Kolmogorov8, pero tambi´ en es cierto que los resultados pueden resultar mejores al
considerar efectos externos que antes no se pod´ ıan.
Como mostramos anteriormente, el usar la ecuaci´ on de Fokker-Planck puede ser
muy ´ util para unir el mundo econ´ omico con el mundo ﬁnanciero. Esta ecuaci´ on tam-
bi´ en puede ser utilizada en problemas de riesgo de cr´ edito, entre muchos otros casos
en donde la probabilidad de transici´ on, dada por la ecuaci´ on de Fokker-Planck, sigue
procesos m´ as generales, tales como procesos de L´ evy.
Para entender un poco m´ as de cerca la importancia de aplicar la ecuaci´ on de
Fokker-Planck a problemas ﬁnancieros, veremos su utilidad en un problema particular
8En la mayor´ ıa de los casos no existen soluciones expl´ ıcitas, pero siempre es posible aproximar
dichas soluciones mediante alg´ un m´ etodo num´ erico.
22aplicado a opciones americanas en el caso m´ as sencillo en donde s´ olo se tiene un activo
subyacente, el cual sigue un proceso log-normal. Aqu´ ı ¹ y ¾ son constantes.
3.2. La f´ ormula particular para el caso de opciones america-
nas
Introduciendo la nueva forma de valuar opciones americanas, deﬁnimos el precio
de una opci´ on americana cuyo activo subyacente no paga dividendos de la siguiente
forma.
Para una S ﬁja, se tiene:





t ½n(S;¿)VEu(S;¿)d¿; S > Sf;






max(S ¡ E;0); para una opci´ on de compra;
max(E ¡ S;0); para una opci´ on de venta.
(25)
S 2 [0;1), Sf corresponde a la frontera libre, 0 · t · TS es el tiempo antes
de expirar, 0 · TS · T es el tiempo de expiraci´ on en la frontera9, T es el tiempo
de expiraci´ on (para ver la relaci´ on entre los tiempos T y TS se muestra la ﬁgura 5),
½n(S;t) es la probabilidad normalizada de que el activo tome el valor de S al tiempo





SN(d1) ¡ Ee¡r(¿)N(d2); opci´ on de compra;
Ee¡r(¿)N(¡d2) ¡ SN(¡d1); opci´ on de venta,
(26)
donde
9N´ otese que cuando se dice que TS es el tiempo de expiraci´ on, se reﬁere al tiempo correspondiente






Figura 5: Relaci´ on entre los tiempos.
d1 =
ln( S














y N(¢) es la funci´ on de distribuci´ on acumulativa de una normal con media cero y
desviaci´ on est´ andar uno.





0; opci´ on de compra;







S; opci´ on de compra;
0; opci´ on de venta.
(29)
Cabe mencionar que una f´ ormula alternativa para valuar opciones americanas, en
donde la integraci´ on se hace con respecto al tiempo, puede verse en [5].
Antes de continuar con los detalles de la neva forma de valuar opciones ameri-
canas, es necesario deﬁnir la ubicaci´ on de la frontera libre, para ello se muestran a
continuaci´ on los siguientes resultados.
Frontera libre
El problema de encontrar el valor de una opci´ on americana se traduce en hallar
una soluci´ on a un problema de frontera libre. La estrategia para aproximarse a dicha
soluci´ on es localizar dicha frontera libre Sf.
Entonces si VA es continua y mon´ otona, existe un valor 0 < Sf < E, donde se
encuentra localizada la frontera libre y VA(Sf;t) = E ¡ S para una opci´ on de venta
y VA(Sf;t) = S ¡E para una opci´ on de compra. Si Sf es calculada, se debe cumplir:




S < Sf; se mantiene;
S ¸ Sf; se ejerce .
(30)




S < Sf; se ejerce;
S ¸ Sf; se mantiene .
(31)
La curva Sf divide el dominio de S en dos partes tal como se muestra en la Figura
6. La curva S = Sf(t) representa la frontera libre. Las partes sombreadas de ambas
gr´ aﬁcas, representan el dominio donde la opci´ on, de compra (S < Sf) o de venta
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t ½nCEu(S;¿)dt; opci´ on de compra;
R TS
t ½nPEu(S;¿)dt; opci´ on de venta .
(32)
La regi´ on fuera de la curva, S = Sf(t), es donde la opci´ on es ejercida. Dicha regi´ on
para la opci´ on de compra es S > Sf y para la opci´ on de venta es S < Sf, y su valor
est´ a dado por sus respectivas funciones de pago PO.
Un punto fuera de la curva para una opci´ on de venta est´ a dado por (S;t¤), para
0 < t¤ · T y S < Sf. Un punto sobre la curva est´ a representado por (Sf;t) para
0 < t · TS y S = Sf. Finalmente, un punto dentro de la curva es (S;t) para
0 < t · TS y S > Sf. El caso de una opci´ on de compra es similar, solo hay que
invertir las desigualdades correspondientes a S respecto a Sf.x
Ya deﬁnida la regi´ on de soluci´ on de la opci´ on americana, regresamos al problema
de la nueva forma de valuar opciones americanas.
Entonces en palabras, deﬁnimos el precio de una opci´ on americana en t´ erminos
de calcular el precio de una opci´ on europea para cada tiempo t, donde t 2 [0;TS]
(hay que observar que el tiempo de expiraci´ on corresponde al tiempo cuando se toca
26la frontera libre TS), multiplicada por un ponderador normalizado que representa la
probabilidad de permanencia en S al tiempo t. Finalmente estos valores son integrados
con respecto al tiempo.
Matem´ aticamente para cada t, dicho ponderador, ½, corresponde a la funci´ on de

























2 ¡ r)½; (34)
con condici´ on de frontera:
a) ½(0;0) = 0: Esta condici´ on no es necesaria para el caso de una opci´ on de venta
americana.
a) ½(S;0) = ±Dirac(S ¡ S0) para S 2 [0;1).
b) ½(Sf;t) = ˜ ½(Sf;t), donde Sf representa la frontera libre.
La ecuaci´ on de Fokker-Planck con respecto a ˜ ½(S;t) se deﬁne en el rect´ angulo
[0;S] £ [0;T] y tiene condiciones de frontera ˜ ½(0;t) = 0 y ˜ ½(S;t) ! 0 cuando
S ! 1. En el caso de la nueva f´ ormula, la regi´ on de soluci´ on est´ a restringida
por la curva resultante de la frontera libre Sf.
c) ½(S;t) ! 0 cuando S ! 1.
Otra condici´ on de consistencia pero con respecto al par´ ametro es ½(S;t) ! 0
cuando S0 ! 1.
Nota 1 Es muy importante tener en mente que la densidad ½ no satisface un proble-
ma de frontera libre. La frontera libre est´ a dada por el precio de la opci´ on, es decir,
el dominio en el que se resuelve ½ est´ a bien determinado y no depende de ½ misma.
27Nota 2 Cabe mencionar que dicha ecuaci´ on de Fokker-Planck con respecto a ˜ ½ tiene
una soluci´ on expl´ ıcita en el caso log-normal (Black-Scholes)10, y dicha soluci´ on est´ a da-
da como sigue.
Sean S0 el valor inicial del activo subyacente y t0 el tiempo inicial. S y t son los
valores futuros correspondientes. Entonces la probabilidad de que el activo subyacente
















La demostraci´ on de que la ecuaci´ on (35) satisface la ecuaci´ on de Fokker-Planck,
as´ ı como la ecuaci´ on de Kolmogorov hacia atr´ as, se puede veriﬁcar en el ap´ endice H
de [8].










Nota 4 Ejercer una opci´ on de compra americana antes de la fecha de vencimiento
no es ´ optimo, ya que su pago ser´ ıa S ¡ E, el cual es menor que CA(S;t). As´ ı que el
tiempo ´ optimo para ejercer este tipo de opciones es en su vencimiento, por lo tanto
se dice que el valor de una opci´ on de compra europea es igual al valor de una opci´ on
de compra americana. Este hecho puede verse en [9], [38], entre otros.
De acuerdo a esta ´ ultima nota, el caso interesante a estudiar es el de una opci´ on de
venta americana, por lo tanto de aqu´ ı en adelante nos enfocaremos a estudiar dicho
caso.
10En general la ecuaci´ on de Fokker-Planck no tiene soluciones expl´ ıcitas.
283.3. F´ ormula para una opci´ on de venta
En lo que sigue y para efectos de los c´ alculos num´ ericos, se especif´ ıca el caso de
una opci´ on de venta americana. Adem´ as de que el valor de una opci´ on de compra
americana es igual al valor de una opci´ on de venta europea.
Sea PEu y PA el precio de una opci´ on de venta europea y americana respectiva-







t ½n(S;¿)PEu(S;¿)d¿; S > Sf;
max(E ¡ S;0); S · Sf,
(37)
La probabilidad ½ cumple las mismas condiciones antes mencionadas.
Las condiciones de consistencia para el caso de una opci´ on de venta son:
a) PA(0;t) = max(E ¡ 0;0) = E
b) PA(S;t) ! 0 cuando S ! 1
l´ ım

















Se pasa de la igualdad a la desigualdad por el lema de Fatou.
R TS
t ½n(S;¿)d¿ es
acotada cuando S ! 1. Adem´ as claramente PA ¸ 0.
c) Adem´ as
@PA(Sf;t)
@S = ¡1 para S = Sf.
El precio de una opci´ on de venta de acuerdo a [5] cerca de la frontera en una
vecindad de Sf y considerando que Sf < E11 puede escribirse como:
11Si VA es continua y mon´ otona, existe Sf tal que 0 < Sf < E. En el caso contrario, Sf > E, se
ejerce la opci´ on. Para m´ as detalles se puede consultar [38].
29PA = E ¡ S + o(dist(S;Sf)); (39)
con d = dist(S;Sf). Esta ecuaci´ on corresponde a la condici´ on que debe satisfacer







[E ¡ S + o(d)]½n(S;¿)d¿







= (E ¡ S) + o(d): (40)






+ o(1) = ¡1; (41)











Del an´ alisis anterior podemos observar que la nueva forma de valuar opciones
americanas cumple con las condiciones necesarias de un problema americano (opciones
de venta), en el caso de Black-Scholes.
A continuaci´ on se mostrar´ a, por consistencia, que la nueva f´ ormula satisface la
desigualdad de Black-Scholes.
303.4. Consistencia de la f´ ormula
La ventaja de usar esta nueva f´ ormula es que s´ olo se necesita determinar el valor de
la funci´ on ½, pues la soluci´ on para una opci´ on europea ya es bien conocida (soluci´ on
expl´ ıcita de la ecuaci´ on de Black-Scholes para opciones europeas). Adem´ as de que
podemos introducir de forma sistem´ atica el efecto de factores macroecon´ omicos a la
valuaci´ on12. Obtendremos la funci´ on ½ num´ ericamente, pero antes de eso lo primero
que queremos es veriﬁcar, por consistencia, que esta nueva forma de valuar opciones
americanas es equivalente con la ya conocida en el caso log-normal.
Hay que recordar que la desigualdad de Black-Scholes para opciones americanas












¡ rVA · 0: (43)




½n(S; ¯ ¿)VEu(S; ¯ ¿)d¯ ¿ =
Z TS¡t
0
½n(S;¿ + t)VEu(S;¿ + t)d¿: (44)
Sin p´ erdida de generalidad y para simpliﬁcar los c´ alculos, tomamos a ½n(S;¿+t) =
½, VEu(S;¿ + t) = VEu y como ya se mencion´ o anteriormente 0 · t · TS.




























































12Para este caso en particular, dicho efecto no es considerado, ya que s´ olo nos interesa ver que la














































































































































































































































































































































































































































































































































@S2 VEu · 0:
los t´ erminos que est´ an dentro de los par´ entesis cuadrados son cero, ya que dichos
t´ erminos corresponden a la ecuaci´ on de Black-Scholes para opciones europeas. Adem´ as
sabemos cu´ al es el valor de @½=@t, s´ olo hay que observar el hecho de que la ecuaci´ on
de Black-Scholes es una ecuaci´ on hacia atr´ as o retr´ ograda. Entonces para hacer todos
los c´ alculos consistentes, hay que considerar la ecuaci´ on de Kolmogorov hacia atr´ as
para ½. Por tal motivo tomamos la siguiente ecuaci´ on (haciendo el cambio de variable














































































































































































































































































@S2 VEu · 0:
Podemos ver f´ acilmente que el primer t´ ermino se elimina con el quinto y el segundo





























































































































































































































@S2 VEu · 0: (47)
S´ olo falta veriﬁcar que el lado izquierdo de la desigualdad es menor o igual que
cero, lo cual se har´ a a continuaci´ on. La mayor´ ıa de los t´ erminos son negativos, as´ ı que
s´ olo se necesitan estimar los t´ erminos con signo positivo. De hecho mostraremos que
los t´ erminos positivos, despu´ es de un rescalamiento apropiado, son siempre de menor
orden que los negativos. Antes hay que recordar algunos hechos importantes que ser´ an
´ utiles en la demostraci´ on. El t´ ermino @VEu=@S, est´ a dado por la letra griega ∆, que




= N(d1) ¡ 1 con d1 =





la cual es negativa para el caso de la opci´ on de venta europea cuyo activo subyacente




= N(d1) con d1 =





es siempre positiva para una opci´ on de compra europea, cuyo subyacente no paga
dividendos (ver [38] y [13]). A continuaci´ on mostramos en la Figura 7 la variaci´ on de
la delta de una opci´ on de compra y venta con respecto al activo subyacente, as´ ı como
35la variaci´ on de la delta con respecto al tiempo de maduraci´ on.








D D D DPEu
Variación de la delta con respecto al precio subyacente para una
opción de compra y venta europeas sin dividendos






Variación de la delta con respecto al tiempo de maduración para
una opción de compra
Figura 7: Variaci´ on de la ∆ con respecto a las opciones europeas.
De aqu ´ ı se desprende que




para una opci´ on de venta y




para una opci´ on de compra.
Por lo tanto, para el caso de una opci´ on de venta, que es la que nos interesa para
este an´ alisis, se tiene @PEu=@S · 0.










Procederemos por contradicci´ on.









d¿ > 0: (50)
Por continuidad la integral sigue siendo positiva para alguna ± arbitraria y peque˜ na




































































(I1 + I2 + I3)d¿:








= ½(S0 + ±;t)
@VEu(S0 + ±;t)
@S




La diferencia I2 tiende a cero, porque como ± es arbitraria y las funciones involu-
cradas son continuas, puede tomarse tan peque˜ na como uno quiera, lo cual hace dicha
diferencia despreciable.
Para el t´ ermino I1 se tiene que ½ ¸ 0 por ser una funci´ on de densidad y por otro
lado ya se vio que @VEu=@S = N(d1) ¡ 1 · 0, entonces
37@2VEu
@S2 = N













@S2 dS · 0:
Para I3 de la relaci´ on en (48) sabemos que @VEu=@S es negativa para una opci´ on














dS ¸ 0: (51)
Aunque el t´ ermino sea mayor que cero, podemos hacerlo m´ as peque˜ no que los














Lo cual es una contradicci´ on que vino de suponer la desigualdad (50).










Adem´ as, ½(S;TS ¡ t) ¸ 0 y VEu(S;TS) ¸ 0 por lo cual
¡½(S;TS ¡ t)VEu(S;TS) · 0:
Nota 5 Es importante mencionar que el tiempo TS depende de la frontera libre Sf, lo
38que implica que la primera y segunda derivada con respecto a TS tambi´ en dependen de
dicha frontera libre. Pero sabemos que la frontera libre es regular, concava, creciente
y al menos es de clase C2, lo que nos garantiza que esta frontera exista y a su vez las
derivadas de TS tambi´ en existen.
Nota 6 Para los t´ erminos positivos de la desigualdad (47), sea m un valor arbitrario




Esto es posible porque la ecuaci´ on de Fokker-Planck es lineal. Observemos que
tambi´ en la f´ ormula de valuaci´ on propuesta es lineal con respecto a ½. Por lo tanto
podemos multiplicar y dividir por m sin alterar el resultado. En el c´ alculo arriba
presentado, as´ ı como en la desigualdad (47), los t´ erminos positivos escalan al menos
como 1=I½ y por lo tanto pueden hacerse m´ as peque˜ nos en relaci´ on a los t´ erminos
negativos que son invariantes bajo dicho rescalamiento. Notemos que hay al menos
uno de tales t´ erminos, por ejemplo, el segundo de la desigualdad (47), ¡½(S;TS ¡
t)VEu(S;TS).
Con esto ﬁnalmente acabamos de demostrar la aﬁrmaci´ on de que la nueva forma
de valuar opciones americanas dada por (37) satisface la desigualdad de Black-Scholes
para el caso log-normal. Lo cual hace a esta nueva propuesta consistente.x
Nota 7 Otra forma de ver la consistencia de la f´ ormula es veriﬁcar que la f´ ormula
de Carr, Jarrow y Myneni [5] es consistente con la de nosotros. Para ello a grandes
rasgos se deﬁne la f´ ormula de Carr, Jarrow y Myneni como:
Teorema 1 En una regi´ on C ´ (Bt;1) £ [0;T], el valor de una opci´ on de venta
americana, P¿, puede ser descompuesto en el precio de una opci´ on de venta europea,
p¿, y una prima de ejercicio temprano, e¿:

















2¼dz es la funci´ on de distribuci´ on normal est´ andar. Bt
es la frontera libre y ½2 = r ¡ ¾=2.
Entonces partiendo del teorema anterior tenemos:
Pt = pt + et











































y ½n(S;¿) = 2±(¿ ¡ t) + rE z¿
p¿:
3.5. Aplicaci´ on de la nueva f´ ormula
Para veriﬁcar la eﬁciencia de la nueva forma de valuar opciones americanas, es
necesario analizar su comportamiento con ejemplos espec´ ıﬁcos. Para ello consideramos
diversos casos, en donde estimamos los precios de opciones de venta americanas con
la nueva forma de valuar opciones americanas y comparamos con diferentes m´ etodos,
tales como: el m´ etodos de ´ arboles y el m´ etodo de diferencias ﬁnitas (m´ etodo expl´ ıcito
e impl´ ıcito para EDP), esto por consistencia lo hacemos para el caso log-normal
(Black-Scholes).
Antes de entrar en detalles sobre los m´ etodos num´ ericos, presentamos a contin-
uaci´ on el algoritmo por medio del cual calculamos los precios de las opciones de venta
americanas, mediante la nueva forma de valuar opciones americanas.
Para S 2 [0;Smax] con Smax = 2S ﬁja:
1. En general, se estiman las probabilidades mediante la soluci´ on de la ecuaci´ on
diferencial parcial de Fokker-Planck (33), para diferentes tiempos antes o iguales
a expirar. Dichas probabilidades para el caso log-normal pueden encontrarse
tambi´ en mediante la soluci´ on expl´ ıcita (35).
402. Se normalizan las probabilidades de tal forma que
R TS
t ½n(S;¿)d¿ = 1.
3. Se calcula el precio de una opci´ on de venta europea, mediante la f´ ormula expl´ ıcita
de Black-Scholes (26) con valor del activo subyacente S en los diferentes tiempos
reales t13.
4. a. Si se conoce la frontera libre por alg´ un m´ etodo, se toma P = PEu.
b. Si no se conoce la frontera libre, se veriﬁca si el ejercicio temprano es ´ optimo
en cada paso del tiempo, es decir, se toma el m´ aximo entre la soluci´ on de la
ecuaci´ on de Black-Scoles (PEu(S;t)) y la funci´ on de pago, max(E ¡ S;0).
En otras palabras se considera la funci´ on P(t) = max(PEu(S;t);max(E ¡
S;0)).
5. Se multiplica la probabilidad normalizada ½ con la funci´ on P(t) para cada t.
6. Se calcula la integral
R TS
t ½n(S;¿)P(S;¿)d¿ para determinar el valor de una opci´ on
de venta americana.
El algoritmo puede entenderse mejor en la ﬁgura 8.
Ya teniendo el algoritmo general, describimos a continuaci´ on la forma num´ erica
de resolver los ejemplos espec´ ıﬁcos que se mencionan m´ as adelante, as´ ı como la com-
paraci´ on de algunos de ellos resueltos con m´ etodos tradicionales y la nueva forma de
valuar opciones americanas, para el caso de una opci´ on de venta.
Para encontrar la soluci´ on num´ erica a la EDP de Fokker-Planck, utilizamos el
paquete Finite Element Modeling LABoratory (FEMLAB Multiphysics in MATLAB),
el cual es un paquete de software avanzado para el modelado y la simulaci´ on de
cualquier proceso f´ ısico que se pueda describir a trav´ es de EDP’s. La idea del m´ etodo
de elemento ﬁnito radica en dividir el dominio en estudio en un n´ umero ﬁnito de
elementos, es decir, discretizar el dominio y resolver sobre cada uno de los elementos
las ecuaciones del sistema, para despu´ es ensamblar la soluci´ on total. Una forma que se
13A priori no se sabe la ubicaci´ on de la frontera libre, lo que implica que el valor del tiempo de
expiraci´ on en la frontera TS tampoco se conoce, entonces para los c´ alculos num´ ericos en su lugar se
toma el tiempo de expiraci´ on T.
41Estimar las probabilidades
Normalizar probabilidades
Se calcula el precio de una opción 
europea por la fórmula explícita de
Black-Scholes
Si no se conoce la frontera libre
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Figura 8: Diagrama de ﬂujo para encontrar el precio de una opci´ on de venta americana
dada por la f´ ormula (37).
usa en el m´ etodo para aproximar la soluci´ on de una EDP consiste en hacerlo mediante
polinomios. Este m´ etodo fue primeramente descrito por Clough en 1960.
Para obtener la soluci´ on de un problema mediante el m´ etodo de elemento ﬁnito,
se siguen los pasos gen´ ericos
a) Generaci´ on de la geometr´ ıa.
b) Discretizaci´ on del sistema.
c) Selecci´ on del tipo de elemento.
d) Asignaci´ on de las propiedades del material o materiales.
e) Deﬁnici´ on de las cargas y de las condiciones de frontera.
42f) Soluci´ on del conjunto de ecuaciones.
Para este caso en particular, donde S sigue un proceso log-normal (Black-Scholes),
se puede utilizar la soluci´ on expl´ ıcita (35) para determinar las probabilidades ½. A
continuaci´ on mostramos mediante el cuadro (1), la soluci´ on expl´ ıcita de dichas pro-
babilidades y la aproximaci´ on num´ erica. Consideramos S = S0 = 80, r = 0:1, ¾ = 0:4
y ∆t = 0:0833 para los doce meses de un a˜ no.
Cuadro 1: Comparaci´ on expl´ ıcita y num´ erica de las probabilidades (½)













Como podemos observar, la aproximaci´ on num´ erica est´ a muy cercana a los valores
reales o expl´ ıcitos de las probabilidades. As´ ı que indistintamente podemos usar tanto
la aproximaci´ on num´ erica o la f´ ormula expl´ ıcita. Para ﬁnes pr´ acticos y s´ olo en este caso
para veriﬁcar que la nueva forma de valuar opciones americanas (37) es consistente
con el caso log-normal (Black-Scholes), utilizamos la f´ ormula cerrada (35), la cual fue
implementada en MATLAB.
A continuaci´ on mostramos con un ejemplo concreto, los pasos que sigue el algo-
ritmo para valuar opciones americanas mediante la nueva f´ ormula (37). Siguiendo el
orden del algoritmo se tienen los siguientes resultados.
Sea el precio del activo subyacente S = S0 = 50, el precio de ejercicio E = 50,
la tasa de inter´ es libre de riesgo r = 0:1, la volatilidad ¾ = 0:4, ﬁjamos el tiempo
m´ aximo que toma T en 5 meses que corresponde a T = 0:41667. En este caso no
conocemos expl´ ıcitamente la frontera libre.
1. C´ alculo de las probabilidades ½ para una S ﬁja (cuadro 2).
43Cuadro 2: Probabilidades (½)
tmeses 0 1 2 3 4 5
½ 0.9974 0.0691 0.0489 0.0399 0.0345 0.0305
2. Normalizaci´ on de las probabilidades.




i=0 ½(S;i)∆t = 1:2203. Despu´ es cada ½(S;i) se divide entre ½T,
para obtener las ½n(S;i) para i = 0;:::;5, con t el n´ umero de meses.
3. C´ alculo del precio de una opci´ on de venta europea con la f´ ormula expl´ ıcita de
Black-Scholes (cuadro 3).
Cuadro 3: Precio de una opci´ on de venta europea para diferentes valores de t
tmeses 0 1 2 3 4 5
PEu(S;t) 5.4011 5.2747 5.1331 4.9738 4.7935 4.5881
Fuente: precios calculados en el paquete de MATLAB,
mediante la funci´ on blsprice(S,E,r,T ¡ ti,¾) con.
ti = 0;0:08333;0:16667;0:25;0:33333 y 0:41667
4. Veriﬁcar si el ejercicio es ´ optimo, es decir, P = max(PEu(S;t);max(E ¡ S;0)).
En este caso la funci´ on de pago, max(E ¡ S;0), es cero, pues E = S = 50,
as´ ı que la opci´ on en cada paso del tiempo toma el valor que se deriva de la
f´ ormula de Black-Scholes, P = PEu.
5. Se multiplican las probabilidades por el valor obtenido en 4, ½n ¤ P.
6. Por ´ ultimo se determina el valor de la opci´ on para las variables deseadas.
Se calcula VA(S;t) =
R T
t PEu(S;¿)½n(S;¿)d¿. En este caso se tom´ o VA(50;t) =
R 5
0 PEu(50;¿)½(50;¿)d¿. Los resultados se muestran en el cuadro 4.







Fuente: c´ alculos propios utilizando
como aproximaci´ on a la integral,
el m´ etodo del trapecio.
3.6. Comparaci´ on con otros m´ etodos
Los m´ etodos num´ ericos estan basados en t´ ecnicas espec´ ıﬁcas que proporcionan
resultados cuantitativos a modelos matem´ aticos que no tienen una soluci´ on anal´ ıtica
o cerrada14. La idea de los m´ etodos num´ ericos es construir algoritmos que puedan ser
implementados f´ acilmente y que sean computacionalmente eﬁcientes.
Es importante estar consciente de que no todos los m´ etodos num´ ericos se ajustan
bien a todos los problemas.
Hay diferentes m´ etodos para encontrar la soluci´ on num´ erica a los problemas de
opciones ﬁnancieras. Entre ellos se encuentran los m´ etdos de Monte Carlo; ´ estos
involucran la generaci´ on de un gran n´ umero de simulaciones num´ ericas del proceso
aleatorio que sigue el activo subyacente. Estos m´ etodos tienen la desventaja de que
las caracter´ ısticas del ejercicio temprano son dif´ ıciles o imposibles de implementar.
Otra clase conocida de m´ etodos son los m´ etodos de lattice, los cuales incluyen el
m´ etodo binomial y trinomial. Estos modelos suponen que el proceso estoc´ astico del
subyacente es discreto. En estos casos, los modelos pueden escribirse directamente co-
mo conjuntos discretos de las ecuaciones en diferencia. Estos m´ etodos son altamente
eﬁcientes cuando se estiman simples opciones de compra y venta, pero son menos
eﬁcientes cuando las estimaciones consideran opciones m´ as complicadas. Otros m´ eto-
dos lattice com´ unmente usados son casos especiales de esquemas de diferencias ﬁnitas
expl´ ıcitas.
Los m´ etodos num´ ericos m´ as utilizados para resolver ecuaciones diferenciales par-
14Algunos modelos admiten soluciones exactas solo en t´ erminos de series inﬁnitas o por funciones
especiales muy complejas. En general es m´ as eﬁciente resolver estos modelos num´ ericamente que
aproximar por series inﬁnitas.
45ciales son las diferencias ﬁnitas y elementos ﬁnitos. Estos m´ etodos se aplican a modelos
cuyo activo subyacente supone un proceso estoc´ astico continuo. Se basan en la dis-
cretizaci´ on del problema de tal forma que la aproximaci´ on sea estable y convergente.
A continuaci´ on se describen brevemente los diferentes m´ etodos m´ as tradicionales
utilizados para valuar o aproximar el valor de una opci´ on de venta americana.
1. M´ etodo de ´ arbol binomial (encontrada por Cox, Ross y Rubinstein). Supongamos
que la vida de una opci´ on de venta americana que no paga dividendos es dividida
en N subintervalos de longitud ∆t. Denotamos al j-´ esimo nodo al tiempo i∆t
como el nodo (i;j) (0 · N;0 · j · i). Deﬁnimos a fij como el valor de la opci´ on
en el nodo (i;j). El precio del activo subyacente en dicho nodo es S0ujdi¡j. Si
el valor de una opci´ on de venta en la fecha de expiraci´ on es max(E ¡ ST;0)
entonces
fN;j = max(E ¡ S0u
jd
N¡j;0); para j = 0;1;:::;N:
La probabilidad de movimiento del nodo (i;j) al tiempo i∆t, al nodo (i+1;j+1)
al tiempo (i+1)∆t es p. An´ alogamente la probabilidad de movimiento del nodo
(i;j) al tiempo i∆t, al nodo (i + 1;j) al tiempo (i + 1)∆t es 1 ¡ p. Suponiendo
que no hay ejercicio temprano, la valuaci´ on neutral al riesgo da
fi;j = e
¡r∆t[pfi+1;j+1 + (1 ¡ p)fi+1;j];
para 0 · i · N ¡ 1 y 0 · j · i. Cuando el ejercicio temprano es tomado en
cuenta, el valor de fi;j debe ser comparado con el valor intr´ ınseco, entonces
fi;j = maxfE ¡ S0u
jd
N¡j;e
¡r∆t[pfi+1;j+1 + (1 ¡ p)fi+1;j]g;
consideramos a u = 1=d, p = (a¡d)=(u¡d), u = e¾
p
∆t, d = e¡¾
p
∆t y a = er∆t.
2. M´ etodo de diferencias ﬁnitas (expl´ ıcito). Este m´ etodo es utilizado cuando el pre-
cio de una opci´ on es expresado en t´ erminos de una ecuaci´ on diferencial. Su-
pongamos que el precio de la opci´ on es representado por (43) y sin p´ erdida de
generalidad tomamos a PA como f.
46Supongamos que la vida de la opci´ on es T. Dividimos este tiempo en N inter-
valos iguales de longitud ∆t = T=N, entonces tenemos N +1 tiempos, es decir,
0;∆t;2∆t;:::;T.
Supongamos que Smax es el precio del activo suﬁcientemente grande tal que
cuando es alcanzado, la opci´ on de venta ya no tiene valor. Deﬁnimos ∆S =
Smax=M, lo que genera M +1 precios del activo espaciados igualmente, es decir,
0;∆S;2∆S;:::;Smax.
El nivel de Smax es escogido de tal forma que uno de ´ estos es el precio del activo
actual.
Ambos conjuntos de puntos deﬁnen una malla que consiste de (M +1)£(N +1)
puntos. El punto (i;j) en la malla correponde al tiempo i∆t y al precio del activo
j∆S y fij denota el valor de la opci´ on en ese punto.








fi+1;j+1 + fi+1;j¡1 ¡ 2fi+1;j
∆S2 :



















































































fi;j+1 + fi;j¡1 ¡ 2fi;j
∆S2 :












2fi;j+1 + fi;j¡1 ¡ 2fi;j
∆S2 = rfi;j;
para j = 1;2;:::;M ¡ 1 e i = 0;1;:::;N ¡ 1. Reordenando t´ erminos obtenemos:























48El valor de una opci´ on de compra al tiempo T es max(E ¡ S;0), es decir,
fN;j = max(E ¡ j∆S;0); para j = 0;1;:::;M:
El valor de una opci´ on de venta cuando S = 0 es E, es decir,
fi;0 = E; para i = 0;1;:::;N:
Suponemos que la opci´ on de venta es cero cuando S = Smax, as´ ı que:
fi;M = 0; para i = 0;1;:::;N:
Para m´ as detalles del m´ etodo se pueden consultar los libros [13] y [38].
Ya conociendo un poco la estructura de los m´ etodos tradicionales con los cuales
se va a comparar la nueva forma de valuar opciones americanas, a continuaci´ on pre-
sentamos algunos ejemplos.
En los siguientes cuadros, para estimar el valor de una opci´ on de venta ame-
ricana mediante los m´ etodos Binomial y diferencias ﬁnitas (Expl´ ıcito e Impl´ ıcito),
tomamos la implementaci´ on num´ erica de Bernt Arne Ødegaard (ver el sitio de inter-
net: http://ﬁnance.bi.no/ bernt/), mientras que para los m´ etodos CRR (precio de una
opci´ on americana via ´ arboles de Cox-Ross-Rubenstein calculado usando el m´ etodo de
diferencias ﬁnitas aplicado a la EDP de Black-Scholes), FD (precio de una opci´ on ame-
ricana via diferencias ﬁnitas aplicado a la EDP de Black-Scholes) utilizamos la imple-
mentaci´ on num´ erica de MATLAB (ver el sitio de internet http://www.mathworks.com
/ matlabcentral /ﬁleexchange/loadFile.do? objectId=16476&objectType=ﬁle). El m´ eto-
do Nuevo corresponde a la nueva forma de valuar opciones americanas dada por la
ecuaci´ on (37).
Consideraciones generales de la estimaci´ on num´ erica:
1. El tiempo es considerado en a˜ nos, es decir 5 meses equivale a 5=12 = 0:4167.
2. tm es el tiempo mensual: 1,2,...,12 son los meses en donde estimamos la opci´ on con
respecto al Nuevo m´ etodo.
493. En los otros m´ etodos (Binomial, Expl´ ıcito, Impl´ ıcito, CRR y FD), el tiempo co-
rrespondiente es ¿ = T ¡ tm, en donde T = 1 que equivale a 12 meses.
4. S = S0 y Smax = 2 ¤ S0.
5. Consideramos N = 100 para el tiempo y M = 100 para el subyacente, excepto
para el m´ etodo expl´ ıcito. En dicho m´ etodo se utilizan N = 11 y M = 20.
6. ∆t = (t=12)=N y ∆S = (2 ¤ S)=M.
7. Nuevo a) es
R T
t ½n(S;¿)max(PEu(S;¿);max(E ¡ S;0))d¿ y Nuevo b) es
R T
t ½n(S;¿)PEu(S;¿)d¿.
A continuaci´ on presentamos los c´ alculos num´ ericos, considerando las especiﬁca-
ciones antes mencionadas.
En el cuadro 5, en cada ejemplo cambian todas las variables involucradas en el
modelo y como no se conoce TS se toma como su aproximaci´ on a T.
Cuadro 5: Comparaci´ on de una opci´ on de venta americana
Variables Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3
S0 300 62 40
E 300 60 45
r 0.08 0.10 0.05
¾ 0.3 0.2 0.2
tm 4 5 7
M´ etodo VA(S; t)
Nuevo a) 23.1808 1.6929 5.0000
Nuevo b) 23.1808 1.6929 4.8539
Binomial 22.9975 1.7652 5.1420
Expl´ ıcito 22.8051 1.6504 5.0550
Impl´ ıcito 22.9190 1.7535 5.1340
CRR 22.9970 1.7652 5.4720
FD 22.4680 1.5100 5.4030
Si en el ejemplo 3) consideramos que t = 0:1 y T = 0:5833, entonces Nuevo a) es
igual a 5 y Nuevo b) es igual a 4.7936. Para el caso en que t = 0:4 y T = 0:5833,
Nuevo a) es 5 y Nuevo b) es 4.8434.
Como ejemplo 4) se toman los valores S = S0 = 10, E = 13, r = 0:1, ¾ = 0:4 y
T = 0:5(6meses). El m´ etodo Binomial es 3.054.
50Cuadro 6: Comparaci´ on de una opci´ on de venta americana
Tiempo inicial t Nuevo a) Nuevo b)
t = 0 3.000 2.812
t = 0:1 3.000 2.835
t = 0:4 3.000 2.9351
La ﬁnalidad de presentar estos ejemplos, no es veriﬁcar si la propuesta de este
art´ ıculo da mejores o peores estimaciones que los m´ etodos tradicionales ya existentes.
La idea b´ asica consiste s´ olo en veriﬁcar que el nuevo m´ etodo dado por la ecuaci´ on
(37) da estimaciones congruentes.
El principal objetivo de la nueva metodolog´ ıa es que permite la incorporaci´ on
sistem´ atica del efecto de los factores macroecon´ omicos. El ejemplo num´ erico calibrado
con datos reales para el caso en que exista el efecto de factores macroecon´ omicos se
deja para trabajo posterior. Para ﬁnes de este trabajo nos quedamos con los modelos
te´ oricos.
En conclusi´ on podemos decir lo siguiente:
1. Matem´ aticamente demostramos que esta nueva propuesta para valuar opciones
americanas satisface la ecuaci´ on de Black-Scholes.
2. Una aplicaci´ on de esta f´ ormula pude verse en la demostraci´ on anal´ ıtica de que una
opci´ on de compra americana es igual a una opci´ on de compra europea, es decir,
el ejercicio temprano de una opci´ on de compra americana no es ´ optimo y la
probabilidad de permanencia ½ es una Delta de Dirac concentrada en ft = Tg.
Este resultado puede verse en [9].
3. Como una aplicaci´ on de la nueva forma de valuar opciones americanas mostramos
num´ ericamente con diversos ejemplos, que esta nueva propuesta da aproxima-
ciones aceptables en comparaci´ on con los m´ etodos tradicionales, tales como:
´ arboles (Binomial CRR) y diferencias ﬁnitas (Expl´ ıcito e Impl´ ıcito).
La ventaja de usar esta propuesta con respecto a las ya existentes es que para
calcular el precio de cualquier opci´ on americana, s´ olo se necesita aproximar el valor de
la probabilidad de permanecia en el estado requerido, siempre y cuando ya se conozca
51la ubicaci´ on de la frontera libre, pues el valor de una opci´ on de venta europea ya se
conoce expl´ ıcitamente, lo cual hace al m´ etodo m´ as ﬂexible y sencillo de estimar.
El hecho de que se tenga un sistema de ecuaciones dado por los factores macroe-
con´ omicos, no complica mucho el modelo, pues dicho sistema es representado por una
s´ ola ecuaci´ on de Fokker-Planck. En este caso ya no se tiene una soluci´ on cerrada a
dicha ecuaci´ on. La soluci´ on ser´ a una aproximaci´ on num´ erica.
Adem´ as, al representar la probabilidad ½ por medio de las ecuaciones de Kol-
mogorov, se tiene la ventaja de poder incorporar sistem´ aticamente el efecto de los
factores macroecon´ omicos, lo que har´ ıa el c´ alculo del precio de las opciones m´ as rea-
lista.
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